BOLUM 3
3.1. GRUPLAR

Tanim 3.1.1. G bostan farkli bir kiime ve *, G de bir ikili (i¢) islem olsun. Eger * islemi
asagidaki ozellikleri saglarsa (G, *) cebirsel yapisina bir grup denir.

G1) * isleminin G de birlesme ézelligi vardir. Yani Va,b,c€G igin a*(b*c)=(a*b)*c
olur.

G2) G nin * iglemine gore birim (etkisiz) eleman1 vardir. Yani 6yle e € G eleman vardir ki
VaeG igin a*e=e*a=a olur.

G3) G deki her elemanin * iglemine gore tersi vardir. Yani Vae G ic¢in a*x=x*a=e
olacak sekilde 3x € G vardir.

Teorem 3.1.2. *, 4 kiimesinde birlesme 6zelligine sahip bir i¢ islem ve 4 bu isleme gore bir e
birim elemanina sahip olsun. Bu takdirde
(i) bir a € A elemaninin * islemine gore tersi varsa tektir.

(i) bir a € A elemaninin * islemine gore tersi varsa a ' elemaninin da tersi var ve

(a‘l )_1 =a olur.



(iii) @ ve b elemanlarinin * islemine gore tersleri varsa a *b elemaninin da * islemine
gore tersi var ve (a >!<b)_1 =b"*a” olur.
Ispat: ODEV.

Not: ilgili teoremlerden bir grupta birim eleman ve bir elemanm tersinin teklikle belirli
oldugu anlagilir.

Tamm 3.1.3. (G,*) bir grup olsun. Eger Va,beG i¢in a*b=b*a ise bu gruba bir
degismeli grup veya Abel Grubu denir.

ORNEK: Z Tamsayilar Kiimesi bildigimiz + islemine gore bir degismeli gruptur. (Q,+),
(R,+), (@—{O},-) ve (R —{0} ,-) cebirsel yapilari birer degismeli gruptur.

Tanim 3.1.4. (G,*) bir grup ve G sonlu elemanli ise bu gruba bir sonlu grup denir, G nin

eleman sayisina da grubun mertebesi denir ve genellikle o(G) veya |G| ile gosterilir.



Not: Bir G grubunda islemin sembolii 6zel olarak belirtilmemisse bazen bu sembol - ile
gosterilir. Grubun birim eleman1 da genellikle e, veya sadece e ile gosterilir. Eger G bir
degismeli grup ise burada islemin sembolii bazen + ile de gosterilir. Bu durumda Va € G igin
a elemaninin tersi genellikle —a ile gosterilir, grubun + islemine gore birim eleman1 da bazen
0, veya sadece 0 ile gosterilir.

Teorem 3.1.5. G bir grup olsun. Bu durumda a,b,c € G olmak iizere
(1) ab=ac ise b=c (soldan kisaltma 6zelligi) ve
(2) ac=bc ise a=b (sagdan kisaltma 6zelligi)
olan kisaltma 6zellikleri saglanir.
Ispat: (1) ab=ac olsun. G bir grup oldugundan a elemaninin G de a™' tersi vardir. ab = ac

oldugundan a'ab =a'ac olup eb=ec ve buradan da b =c elde edilir.
(2) ODEV.

Teorem 3.1.6. G bir grup olsun. Bu durumda Va,b € G i¢in

(i) ax = b olacak sekilde dx € G var ve tektir.

(ii) va = b olacak sekilde teklikle belirli bir y € G vardir.
Ispat: Herhangi a,b € G alalim.



(i) x=a'b dersek G bir grup oldugundan x€G ve ax=aa 'b=eb=>b olur. Simdi bu
elemanin tekligini gosterelim. ac =b olan herhangi ¢ € G alalim. ¢ = x oldugunu gosterirsek
istenen elde edilir. ax=5b ve ac=>b oldugundan ac =ax olup kisaltma 6zelliginden ¢ = x
olur.

(ii) y=ba' dersek G bir grup oldugundan yeG ve ya=ba'a=be=>b olur. Simdi bu
elemanin tekligini gosterelim. da =5 olan herhangi d G alalim. d =y oldugunu
gosterirsek istenen elde edilir. da=b ve ya=b oldugundan da=ya olup kisaltma
ozelliginden d =y olur.

Tamm 3.1.7. G bir grup, a € G ve e, G nin birim elemant olsun. n € Z olmak {izere
a-a-.-a , n>0ise
\—W_—J
n tane
a"=< e ,n=01ise

B R .
a a ..a ,n<0ise
%,—/

—n tane
olarak tanmimlanir. Bu " elemanina a elemaninin n. kuvveti denir.

1

ORNEK: G bir grup ve a € G olmak iizere a’ =aaaaa, a” =a 'a'a'a'a”' ve a” =e olur.



Teorem 3.1.8. G bir grup ve a,b € G olsun. Bu takdirde Vm,n e Z" i¢in
@) a"a" =a™" dir.
i) (a") =a™ dir.
(iii) G degismeliise (ab)" =a"b" olur.
Ispat: Herhangi m,n e Z" alalim.
(1) Tanimdan
a"a"=a-a-...aa-a-...a=a-a-...a=a""

m tane n tane m+n tane

olup istenen elde edilir.
(i) Tanimdan ve (i) sikkindan

m+m+...+m
-

m n m m m m+m m m m n tane mn
a =a a ..d =d aa ..a =..=d =da
;W—J ;ﬁf—/
n tane n—2 tane

olup istenen elde edilir.
(ii1) G degismeli olsun. Bu durumda tanimdan



(ab)m = (ab)(ab)...(ab) = (aa)(bb)(ab)...(ab) = (aaa)(bbb)(ab)...(ab) =..=

m tane m—2 tane m—3 tane

=aq-a-...a-b-b-....b=a"b"
%,_/ %,_/

m tane m tane

olup istenen elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9. Yukaridaki teorem Vm,neZ igin de saglanir. Yani G bir grup ve a,beG
olmak tlizere Vm,n € Z igin

(1) a"a" =a™" dir.

(i) (a") =a™ dir.

(i) G degismeliise (ab)" =a"b" olur.

Not: Bir G degismeli grubundaki islem + sembolii ile gosterilmisse G nin bir a elemaninin #.
kuvveti yerine genellikle kat tanimlanir.

Tanim 3.1.10. (G, +) bir degismeli grup ve a € G olsun. n € Z olmak iizere



a+a+..+a , n>0 ise
%K—J

n tane
na =40, , n=01se

(-a)+(-a)+..+(—a), n<0ise

—n tane

olarak tanimlanir. Bu na elemanina a elemaninin » kati denir.

Teorem 3.1.11. (G, +) bir grup ve a,b € G olsun. Vm,n € Z igin
(1) ma+na=(m+n)a olur.
(i) m(na)=(mn)a olur.

(i) n (a + b) =na+nb olur.

Teorem 3.1.12. G bostan farkl bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * islemi G1 birlesme
aksiyomu ile asagidaki kosullar1 saglasin.

A) Oyle e e G vardir ki Va € G i¢in e*a = a olur (sol birim).

B) Va € G i¢in a'+a = e olacak sekilde da'e G vardir (a elemaninin sol tersi).

Bu durumda (G, *) bir gruptur.



Teorem 3.1.13. G bostan farkli bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * islemi G1 birlesme
aksiyomu ile asagidaki kosullar1 saglasin.

A) Oyle ee G vardirki Va e G igin a*e = a olur (sag birim).
B) VaeG icin a*a'=e olacak sekilde Ja'e G vardir (a elemaninin sag tersi).
Bu durumda (G, *) bir gruptur.

Teorem 3.1.14. G bostan farkli bir kiime, *, G de birlesme 6zelligine sahip bir i¢ islem ve
Va,beG igin a*x=b ve y*a=>b olacak sekilde dx,y € G bulunabilsin. Bu durumda
(G,*) bir gruptur.
Ispat: G# @ oldugundan Jae G vardir. a e G oldugundan hipotezden e*a=a olacak
sekilde bir ee G vardir. Herhangi b€ G alalim. a,b € G oldugundan hipotezden a*x =5
olacak sekilde 3dxe G vardir. Burada * isleminin G de birlesme o6zelliginden
exb=e*(axx)=(exa)*x=a*x=>b olur. Yani Vhe G i¢in e*b=5b olup e eleman: G nin
* iglemine gore sol birim eleman1 olur.

Herhangi a G alalim. a,eeG oldugundan hipotezden a'*a=e olacak sekilde

da'e G vardir. a*a =e oldugundan @' elemani a nin G de * islemine gore sol tersi olur.
Yani G deki her elemanin G de * islemine gore sol tersi vardir.



Boylece ilgili teoremden (G, *) bir grup olup istenen elde edilir.

Teorem 3.1.15. G bostan farkli sonlu bir kiime ve *, G de bir i¢ islem olsun. * isleminin G1
birlesme ve sagdan soldan kisaltma 6zellikleri varsa (G, *) bir gruptur.

Ispat: * isleminin G de G1 birlesme ve sagdan soldan kisaltma &zelliklerinin varligini kabul
edelim. Herhangi a,b € G alalim.

f:G—)G,x—)f(x)za*x
doniisiimiinii tammlayalim. / nin bir fonksiyon oldugu agiktir. f(x,)= f(x,) olan herhangi
x,x, €G alalm. f(x,)=f(x,) oldugundan a*x =a*x, olup * isleminin soldan kisaltma
ozelliginden x, =x, olur. O halde f birebir olur. Burada G sonlu elemanli oldugundan Soyut
Matematik Dersindeki ilgili teoremden f ayn1 zamanda o6rtendir. f* 6rten ve b € G oldugundan
f(x)=b olacak sekilde Ix € G vardir. f(x)=b oldugundan a*x=>b olur. Benzer sekilde
g:G—)G,y—)g(y)zy*a
doniisiimiinii tanimlayarak y*a =5 olacak sekilde Jy € G elemaninin varlig1 gosterilebilir
(ODEV). O halde bir énceki teoremden (G, *) bir grup olup istenen elde edilir.



Teorem 3.1.16. (G,s) ve (G,o) iki grup olsun. G, xG, kiimesi
V(a,,b),(a,,b,) € G, xG, igin (a,,b)*(a,,b,)=(a,aa,,b0b,) ile tanimh * islemine gore
bir gruptur. Bu gruba G, ve G, gruplarinin direkt carpim denir.

Ispat: * isleminin G, x G, de bir i¢ islem oldugu agiktir.

(G.,a) ve (G,o) birer grup oldugundan  *  igleminin  tanimndan
V(al,b1 ),(aZ,bZ),(a3,b3) € G, xG, i¢in

(al,bl)*[(az,bz)*(aS,b3)] =(a,,b)*(a,sa;,b,0b,) = (alA(azAa3),b1D(b2Db3)) =

= ((alAa2 )aa,,(b,ob, )Db3) =(a,aa,,bob,)*(a,,b,) = [(al,b1 )*(a,,b, )] *(ay,b,)

olup * isleminin G, x G,de birlesme 6zelligi vardir.

G,in a islemine gore birim eleman: e, ve G,nin O islemine gore birim eleman: e,
olsun. G xG,nin  (¢,e,) elemamm alahm. Burada V(a,b)eG xG, igin
(a,b)*(e,e,)=(ase,boe,)=(a,b) ve (e,e,)*(a,b)=(eara,e,0b)=(a,b) olup (e,e,)
eleman1 G, xG,nin * islemine gore birim elemant olur.



Herhangi (a,b)eG xG, alalm. (G,a) ve (G,,0) birer grup oldugundan
asx =xaa=e, ve boy=yob=e, olacak sekilde Ixe G, ve Jye G, vardir. G, xG,nin
(x,) elemanini alalim. Burada (a,b)*(x,y)=(aax,boy)=(e,e,) ve
(x,y)*(a,b)=(xaa,yob)=(e,e,) olup (x,y) eleman (a,b)nin G, xG,de * islemine gore
tersi olur. Yani G, x G, deki her elemanin G, x G,de * islemine gore tersi vardir.

Boylece G, x G, kiimesi * islemine gore bir grup olup istenen elde edilir.

3.2. ALT GRUPLAR:

Tanim 3.2.1. G bir grup ve H, G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger H, G deki isleme
gore kendi bagina bir grup ise H ye G nin bir alt grubu denir ve genellikle H < G ile ifade
edilir.

Not: Her grup kendisinin bir alt grubudur. G bir grup ve e, G nin birim elemani ise {e} <G

olur.



Tamim 3.2.2. G bir grup olsun. G nin varsa {e} ve G den farkl bir alt grubuna bir 6z (has)

alt grubu denir.

ORNEK: (@ —{0}, ) grubu (R -{0}, ) grubunun bir 6z alt grubudur.

ORNEK: G :{—l,l,i,—i} kiimesi kompleks sayilarda bildigimiz ¢arpma iglemine gore 4.

mertebeden bir gruptur. H = {—1, 1} kiimesi G nin 2. mertebeden bir 6z alt grubudur.

Teorem 3.2.3. H, G nin bir alt grubu ise A nin birim elemani ile G nin birim eleman1 aynidir.
Ispat: H <G olsun. H nin birim elemanina e, ve G nin birim elemanina da e, diyelim.

e, =e. oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. e,, A nin birim elemani oldugundan
e e, =e, olur. e., G nin birim eleman1 ve e, € G oldugundan e, e, =e, olur. e e, =¢,
ve e,e; =e, oldugundan e, e, =e,e. olup burada e,,e, € G ve G bir grup oldugundan

kisaltma 6zelliginden e,, = e, elde edilir.

Sonug¢ 3.2.4. H <G ise Va € H igin a elemaninin H deki tersi ile G deki tersi aynidir.



Teorem 3.2.5. G bir grup ve & # H < G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul

(i) Va,be H i¢cinab e H ve

(i) VaeHigina'eH
olmasidir.
Ispat: (3) H <G olsun. Bu durumda H, G deki isleme gore kendi basina bir grup olup
teoremin ifadesindeki (i) ve (ii) kosullart saglanir.
(<:) Teoremin ifadesindeki (i) ve (ii) kosullar1 saglansin. (i) kosulundan G deki islemin H de

bir i¢ islem oldugu anlasilir.
H c G oldugundan Va,b,ce H icin a,b,c € G olup G deki islemin birlesme 6zelliginden

a(bc)=(ab)c olur. O halde G deki islemin H de birlesme 6zelligi vardur.
H # @ oldugundan 3a € H vardir. (ii) kosulundan a' € H olur. a,a”' € H oldugundan (i)

kosulundan e=aa™' € H olur. Ayrica H — G oldugundan Vx e H igin x € G olup e, G nin
birim elemani oldugundan xe=ex=x olur. O halde e, H nin G deki isleme gore birim
elemani olur.



Herhangi a € H alalim. (ii) kosulundan a' € H olur. Burada aa ' =a'a=e ve e, H nin G

deki isleme gore birim elemani oldugundan a™' elemani ¢ nin H de G deki isleme gore tersi
olur. Yani H deki her elemanin G deki isleme gore tersi vardir.
Boylece H, G deki isleme gore kendi basina bir grup olup H < G olur.

Teorem 3.2.6. G bir grup ve & # H < G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Va,b e H i¢in ab™' € H olmasidir.

Ispat: (3) H <G olsun. Bu durumda H, G deki isleme gore kendi basina bir grup olup
Ya,be H igin ab™' € H oldugu agiktir.

(<) Va,beH igin ab™' € H olsun. H # @ oldugundan 3a € H vardir. a € H oldugundan
hipotezden e=aa™' € H olur. Yani G nin birim elemam H nin bir elemanidir. Herhangi

ce H alalm. e,c € H oldugundan hipotezden ¢ =ec™' € H olur. Yani H deki her elemanin
G deki tersi yine H nin bir elemanidir. Herhangi x,y € H alalim. ye H ve H deki her

elemanin G deki tersi H nin bir eleman1 oldugundan y~' € H olur. x,y"' € H oldugundan

hipotezden xy = x( y‘l)_1 € H olur. Yani Vx,ye H i¢in xy € H olup G deki islem H de bir



i¢ islem olur. G deki islemin H de birlesme 6zelligi de G den saglanir. Boylece H, G deki
isleme gore kendi basina bir grup olup H <G olur.

Teorem 3.2.7. G bir grup ve & # H < G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Va,be H i¢cina'be H olmasidir.

Teorem 3.2.8. G bir grup ve H, G nin bostan farkli sonlu elemanli bir alt kiimesi olsun. Eger
Va,be H i¢in abe H ise H <G olur.

Teorem 3.2.9. Bir G grubunun birtakim alt gruplarinin kesisimi de G nin bir alt grubudur.
Ispat: {H,} , G nin alt gruplarmmn bir ailesi olsun. ﬂH . <G oldugunu gosterirsek istenen
iel
elde edilir. Viel i¢cin H,<G oldugundan ee H, olur. Viel i¢in ee H, oldugundan
eeﬂHi olup ﬂHi #(J olur. Ayrica ﬂHi c G oldugu da agiktir. Yani & # ﬂHi cG
iel iel iel iel
olur. Herhangi a,be ﬂHl. alalm. a,be ﬂH,- oldugundan Viel i¢in a,be H, olup

iel iel



H,<G oldugundan ab™' € H, olur. Viel igin ab"'eH, oldugundan ab™ e[ )H, olur.
iel
Yani Va,be ﬂHl. igin ab™' € ﬂHi olup ilgili teoremden ﬂHi <G olur.

iel iel iel
Tamm 3.2.10. G bir grup, 4 ve B, G nin iki alt kiimesi olsun. AB:{ab|aeA/\beB}

kiimesine 4 kiimesinin B kiimesine ¢arpimu denir. Ozel olarak eger 4= {a} seklinde tek

elemanh ise {a} B yerine genellikle aB yazilir, eger B ={b} scklinde tek elemanli ise A4{b}

yerine genellikle 4b yazilir (hem A4, hem de B tek elemanli ise parantez kaldirilmaz, sadece bir
tanesinde kaldirilabilir). Benzer tanim toplamsal grup icin de yapilabilir.

Teorem 3.2.11. G bir grup, H <G ve K <G olsun. Bu durumda HK < G olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul HK = KH olmasidir.

SORU 1) S bostan farkli bir kiime olmak iizere S kiimesinde * islemi Va,be S i¢in a*b=a
ile tanimlansin. * isleminin birlesmeli oldugunu gosteriniz.



Coziim: * isleminin S de bir i¢ islem oldugu aciktir. Burada #* isleminin tanimindan
Va,b,c€S§ i¢in a*(b*c)=a ve (axb)*c=a*c=a olup a*(b*c)=a=(a*b)*c olur. O

halde * iglemi birlesmeli olup istenen elde edilir.

SORU 2) (G,e) bir grup olsun. G kiimesinde * islemi Va,beG igin a*b=boa olarak
tanimlansin. (G, *) cebirsel yapisinin bir grup oldugunu gosteriniz.
Coziim: * isleminin G de bir i¢ islem oldugu agiktir.

* igleminin tanimi ve o igleminin birlesme o6zelliginden Va,b,ceG igin
a*(b*c) = a*(COb) =(00b)oa :CO(boa) =(boa)*c =(a*b)*c olup * isleminin G de
birlesme 6zelligi vardir.

G nin o iglemine gore birim elemant e olsun. Bu durumda * isleminin tanimindan
VaeG igin a*e=eca=a ve exa=ace=a olup e elemant G nin * iglemine gore de birim
elemani olur.

Herhangi a € G alalim. (G,o) bir grup oldugundan a elemaninin G de o islemine gore

tersi vardir. a elemaninin G de o islemine gore tersi x olsun. * isleminin tanimindan
a*x=xoa=e ve x*a=aox=e olup x elemani ¢ nin * iglemine gore de tersi olur. Yani G



deki her elemanin G de * islemine gore tersi vardir.Boylece (G,*) cebirsel yapisi bir grup
olup istenen elde edilir.

SORU 3) G bir grup a,beG ve a’b=ba’ olsun. Eger a’ =e ise ab=ba oldugunu
gosteriniz.

Cozim: a’=e olsun. Bu durumda a®=a olup a’b=ba’ oldugundan
ab=a’b=a’a’b=a’ba’ =ba’a’ = ba® = ba olur ki bu da istenendir.

SORU 4) m,n e Z" olmak lizere m xn tipindeki reel matrisler kiimesinin matrislerde toplama
islemine gore bir degismeli grup oldugunu gosteriniz.
Coziim: ODEV.

SORU 5) G bir degismeli grup ve neZ" olsun. G, = {a € G‘Elx eGigina= x”} kiimesinin
G nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.
Coziim: e=e" oldugundan e G, olup G, #J olur. Ayrica G, = G oldugu da agiktir. Yani

& # G, <G olur. Herhangi a,be G, alalim. a,b € G, oldugundan a=x" ve b=y" olacak



sekilde 3x,yeG vardir. x,ye€G ve G bir grup oldugundan xy—' € G olur. Burada G
degismeli oldugundan ilgili teoremden ab™' =x" ( V" )_1 =x"y" =x" ( y‘l)n = (xy‘1 )n olup
xy™' € G oldugundan G, nin tanimindan ab~' € G, olur. Yani Va,be G, igin ab™' € G, olup

ilgili teoremden G, <G olur.



